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П . Ю . Г л а зы р и н а  
Н Е Р А В Е Н С Т В О  Т Р Е У Г О Л Ь Н И К А  
Д Л Я  А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Х  М Н О Г О Ч Л Е Н О В  
В П Р О С Т Р А Н С Т В Е  L 0 Н А  О Т Р Е З К Е *
Пусть Lp =  L p( —1,1), 0 < р  < оо, есть пространство функций / ,  измери­
мых с суммируемой степенью \ f \p на промежутке ( —1, 1), a L q -  пространство 
измеримых функций, у которых суммируем ln+ | / |  =  ln(m ax(l, |/ |) ) .  На этих 
пространствах рассмотрим функционалы
" / " р =  Q / 1 1/(*)1р<й)  ’ °<р<°°'>
ll/llo = exp Q J   ^In 1/(01 eft).
Может случиться, что у /  Е То функция 1 п |/ | не является суммируемой, 
а точнее, (неположительная) функция In-  | / |  =  ln(m in(l, | / |) )  не является 
суммируемой (например, /  обращается в нуль на множестве положительной 
меры), в этом случае полагаем ||/ ||о  =  0. Известно, что если /  Е L p для 
некоторого р > 0 , то /  Е То и ||/ ||о  =  lim ||/ ||p , р —)► + 0 ; доказательство этого 
ф акта можно найти в книге [1, гл. VI, 6.7].
Функционал || • ||р при р > 1 является нормой. В случае 0 < р < 1 он явля­
ется квазинормой, поскольку неравенство треугольника выполняется лишь с 
константой, большей единицы, а именно
| | /  + 9 | | , ,< 2 < 1-р>/р ( ll/ll, +  11911,,). (1)
При р =  0 подобного неравенства (с конечной константой) нет. Однако для
каждого п  > 1 существует константа н(п )  такая, что на множестве V n алгеб­
раических многочленов степени не выше п  с комплексными коэффициентами 
справедливо неравенство
I T  +  Q | | o < x ( n ) ( | | P | | 0 +  ||Q||o), P , Q t V n . (2)
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Нас интересует точная (наилучшая) константа в (2), т. е. величина
Х{П) =  8и р{ И о  +  »  : Д С € У '
Неравенство (2) достаточно хорошо изучено для алгебраических много­
членов на окружности. Впервые оно возникло в работе К. М алера [2]. Он 
показал, что точная константа, обозначим ее в этом случае х(п)? не превос­
ходит 2п . Р. Данкен [3] получил лучшую оценку сверху, а именно (С2П) 1^2 - 
Наиболее точные оценки х{п) получил в 1990 г. В. В. Арестов [4]. Он доказал, 
что
< Х(п), п  > 1, 
х ( п )  <  1 я п, П >  6,
где
г =  ехр ^  1 Ц2со8*)<Й^ =  1 .7916 .. . ,  Д  =  ^ 4 0  =  1.8493... .
В данной работе выписаны аналогичные оценки для к{п).  При доказа­
тельстве оценки сверху мы будем использовать следующее неравенство:
\ \Р \ \р < К ( п ,р ) ||Р ||о , Р е Т П1 р >  0; (3)
условимся через К (п ,р )  обозначать точную константу. В работе автора [5] 
для константы К (п ,р )  установлены соотношения
=  У /Р , (5)
К (п ,р )  = К (1 ,п р ) п ; (4)
е /  рр — 1 V  
7^ / 0 +х) у р Ы г/ )  
где г/ -  корень уравнения
(р +  1 )(хр — 1 )(х  +  1) =  р{хр+1 +  1) 1пж, х  > 1. (6)
Введем функцию Я (в)  =  21/ еК (1,6) , в > 0 , и положим
Я  =  пип {7Ъ(0 ) : в > 0} .
Вычисления показывают, что наименьшее значение функции Я  достигается в 
точке в =  2 .4732 ... и при этом Я  =  2 .6457 ... . Отсюда, в частности, следует, 
что
Я  = т т {Щ в) : 0 < в < 3}; (7)
в дальнейшем можно считать, что константа Я  определена именно этой ф ор­
мулой.
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Т ео р ем а . Д л я  точной константы в неравенстве (2) справедливы оценки
\ г п < х (п ), п > 1, (8)
х{п )  < п  — (^)
в которых г =  1 +  л/2 =  2 .4142 ... , а величина Я  определена формулой (7) и 
имеет приближенное значение Я  =  2 .6457 ... .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Построение оценки сверху константы н(п )  основано на 
идеях работы [4]. Д ля любых двух многочленов Р, £ Рп? воспользовавшись 
вначале тем, что функционал || • ||р по р  не убывает, а затем неравенствами 
(1) и (3) при 0 < р  < 1, получаем
||Т +  <2||о < \\Р + С}\\р < 2(1-Р)/Р(||Р ||р +  | |д | |р) < 2^-рУрК(щр)(\\Р\\0 +  \\QWo).
Отсюда следует оценка
х(п ) < 2(1~рУрК (п ,р )  (10)
при любых 0 < р  < 1. К правой части последнего неравенства применим 
соотношение (4) и введем новое переменное £ =  пр, £ Е (0, п]; в результате 
получим
2(1 -Р )/Р к(п ,р )  = 21/р~ 1К (1 ,п р ) п = 1 ( 2 ^ 1К ( 1 ,£ ) У  . (11)
Соотношения (10), (11) влекут при п  > 3 неравенство (9), в котором Я  есть 
константа (7).
Чтобы оценить к{п)  снизу, рассмотрим следующие многочлены:
р(*) = (ь + *г, д(*) = (ь-*г, ъ е [1/2,1].
Нетрудно проверить, что | |Р||о — II <3II о- Учитывая этот ф акт и мультиплика­
тивность функционала || • ||о, имеем
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Введем обозначение
1 (п,Ь) = У ' 1п 1 + ей, ъ е  [1 / 2 , 1 ].
Итак, справедлива оценка
х(п ) > -  ехр (1 {п, Ь)/2 ) . (12)
Исследуем поведение 1(п, Ь) при п —ь оо. С этой целью выполним следую­
щие преобразования. Разобьем интеграл по отрезку [—1,1] на два: по [—1,0] 
и по [0,1]. В первом из этих интегралов сделаем замену переменной £ =  —и и 
вновь объединим два получившихся интеграла в один. В результате получим
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Ь — £ о!£, / 2(^5 Ь) — /  1п
1 + (И.
Докажем, что при значениях Ь из промежутка [1/2,1] справедливо нера­
венство 1 2 (п, Ь) > 0. Д ля четных п  утверждение очевидно, так как в интеграле
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для / 2(^5 Ь) подынтегральная функция в этом случае положительная. Пусть 
п -  нечетное. Запишем интеграл в виде
/ , <» , ч . ^ 1 ь ( 1 + ( ^ ) ’ ) л  +
Первое слагаемое в этом представлении неотрицательное, поэтому достаточно 
показать, что сумма второго и третьего больше нуля. Д ля этого сделаем во 
втором интеграле замену и =  Ь — £, а в третьем и =  £ — Ь. На этом пути будем 
иметь
Ы п , Ь )  >  [  
Jo
Рассмотрим отдельно выражение
Х  = Х ( п , и )  =
2 Ъ — и ]  у 2 Ъ + и )  \  462 — и 2 
Д 2Ь + и)п -  (2Ъ - и ) п - и п
(4 Ь2 — и 2)п
Раскрывая в числителе скобки по формуле бинома Ньютона, получаем
Значит, 1п(1 +  X ) > 0 , и / 2 ( ^ 5  Ь) > 0.
Отсюда, в силу (12) и (13), следует оценка
к(п)  > 7} ехР (п!1(Ь)/2) , Ь Е
5 - 1
(14)
Найдем наибольшее значение функции /ДЬ) по Ь Е [1/2,1] . С помощью 
стандартных вычислений получаем для /ДЬ) выражение через элементарные 
функции /ДЬ) =  (1 +  5) 1п(1 +  Ь) — (1 — Ь) 1п(1 — Ь) — 2Ып(Ь). Нетрудно проверить, 
что
/  1 — 2Ь2 \
/ДЬ) =  1п(1 +  Ь) +  1п(1 -  Ь) -  21п(Ь) =  1п И  Н------^ —  ) , Ь Е (0,1).
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Из этого выражения видно, что производная функции 1\ обращается в нуль 
в единственной точке /3 =  1/л /2 ; более того, функция 1 \ имеет в этой точке 
наибольшее значение на отрезке [1/2,1] (и даже на отрезке [0,1]). Далее, легко 
убедиться, что /Д/З) =  1п (1 +  /3) — 1п (1 — /3) =  21п (1 +  л/2 ) и, следовательно, 
величина г =  exp (1/2/Д/З)) имеет значение г =  1 +  л/2- Тем самым обоснована 
оценка (8).
Теорема доказана.
Автор благодарит профессора В. В. Арестова за постановку задачи и вни­
мание к работе.
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